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Abstract

Frequently, the effective assessment of production processes quality characteristic depend on
statistical tools to detect, identify and analyze significant caused by variations that affect the
process behavior in an unexpected manner. The CUSUM control charts, based on
accumulated sums, are statistical tools used with success to assess different industrial
processes. These charts can complement or replace, with advantages, the traditional Shewhart
chart. CUSUM control chart can allow, according to the analyzed case, a more accurate
solution, with smaller cost and periods than the ones requested by the traditional
methodologies. In this work, a comparative performance between Shewhart and CUSUM
charts is accomplished starting from a case study accomplished in a rubber artifacts industry,
in which real data of industrial processes. The results obtained in this case study has indicated
to be preferable the use of CUSUM charts instead of Shewhart charts to monitor small
variations in the average of the quality characteristics in both processes studied.
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1 Introducao

O controle estatistico de processos e em particular as técnicas de controle da
qualidade, tais como gréficos de controle, t€ém sido cada vez mais importantes pelo fato de
desempenharem papel primordial na industria moderna.

Os gréaficos de controle de Shewhart sdo ferramentas estatisticas aparentemente
simples de serem utilizada, e proporcionam uma grande sensibilidade na deteccdo de causas
identificaveis esporddicas ou intermitentes. Para casos em que h4d uma causa identificavel no
sistema que gera uma pequena e constante variagao na meédia ou na variabilidade, o grafico de
controle de Shewhart apresentara uma tendéncia nos valores plotados para as amostras. Apesar
de existirem algumas regras de decisdo praticas que, embora aparentemente simples, nem
sempre sdo faceis de usar e exigem uma certa pratica por parte do responsavel pela analise do
processo. No entanto, ha situagdes em que ¢ necessario monitorar um processo produtivo no
qual se espera detectar pequenos desvios médios do valor nominal e que isto seja obtido de
maneira mais simples do que fazendo uso de regras de decisao adicionais.

Os graficos de controle de soma acumulada (Cumulative Sum Control Charts -
CUSUM) sao alternativas viaveis aos graficos de controle de Shewhart. Estes graficos guardam
informagdes acumuladas de toda a seqiiéncia de pontos e por isso, sdo mais sensiveis para
detectar pequenos desvios da média de um processo com um niamero médio de amostras menor
do que fariam os tradicionais graficos de Shewhart.

Alguns autores, tais como Lucas (1976), Duncan (1986) e Hawkins & Olwell (1998),
afirmam que os graficos CUSUM sao mais eficientes que os graficos de Shewhart, no que se
refere a pequenas variagdes. Entretanto, quando se expde tais métodos na maioria da literatura
existente, ndo ha uma defini¢do clara para uma questdo pratica, que ¢é, a questdo de qual dos
dois graficos € preferivel. Qual deles ¢ mais sensivel para sinalizar no processo uma situagao



fora de controle e, através desta informac¢do, determinar sua capacidade, o grafico de Shewhart
ou o grafico CUSUM ?

Este trabalho ¢ o resultado da dissertacao de Mestrado desenvolvida e apresentada no
Programa de Po6s-Graduagdo em Engenharia de Producdo da Universidade Federal de Santa
Catarina que focaliza os graficos de controle CUSUM como ferramentas eficazes para a analise
estatistica de diferentes processos. O objetivo deste trabalho ¢ investigar se ha diferenca
significativa entre os graficos CUSUM e os tradicionais graficos de Shewhart para detectar
pequenas mudancas na média do processo.

2 A estatistica soma acumulada

O procedimento para a utilizagdo do grafico de soma acumulada (CUSUM) baseia-se
na coleta sucessiva de amostras de tamanho n na qual ¢ obtida a estatistica da soma acumulada.
Esta técnica pode ser aplicada tanto na constru¢do do grafico CUSUM para observagdes
individuais como para observagdes amostrais das médias de subgrupos racionais. No caso de
observagoes individuais, a estatistica utilizada ¢ a soma acumulada dos desvios de cada valor
individual com relacdo a medida dada pela hipdtese que esta sendo testada. No caso das
amostras de tamanho (n >1) esta estatistica ¢ a soma acumulada dos desvios da média amostral
com relagdo ao valor nominal. O procedimento comeca propriamente com o calculo dos
desvios do valor nominal, isto ¢, a diferenca entre o valor observado (média amostral) e o valor
nominal ¢z, . De posse deste desvio, a soma acumulada ¢ iniciada. Esta soma C, para o i-€simo

periodo ¢ a soma de todos os desvios do valor nominal desde o periodo 1 até o periodo i, dada
por:

C =YX, ~u)=(X,~p)+C,,, i21 @.1)

j=1
Podemos definir a soma acumulada para o grafico CUSUM de duas formas funcionalmente
equivalentes. Uma que utiliza os dados na forma original como estes sdo apresentados, ou seja,
conforme equacdo 2.1. A outra que envolve a padronizagdo dos dados apresentados, supondo

que os valores da varidvel X, seguem distribuicdo N(0,1). Para isso, usamos

X, = Wn

o

Y, como a variavel padronizada desses valores.

3 Grafico CUSUM Tabular

O gréfico de controle CUSUM Tabular ¢ um procedimento que utiliza algoritmo de
soma acumulada para calcular as somas acumuladas unilaterais que através do gréafico sdo
comparadas com o intervalo de decisdo H. Seja X, cada observacdo do processo controlado
que supode-se sob controle. Como premissa bdasica, supomos que os dados coletados
(observagoes X ;) seguem distribuicdo normal com média x, e desvio padrdoo . Este grafico ¢
um plano de controle com intervalos bilaterais simétricos que utiliza duas estatisticas
unilaterais C;” (Cusum Superior) para detectar mudangas positivas e C; ( Cusum Inferior) para
detectar mudangas negativas. Ambas sdo calculadas através de algoritmo de soma acumulada
conforme as equagoes

C’ =max[0, X, —(u, +K)+C/ ] (3.1)

C; =max{0,(, —K)~ X, +C/,] (32)

1

onde C; e C; iniciais sdo arbitrados iguais a zero e o fator de sensibilidade K deve ser



escolhido de forma que o valor da soma u, + Ko (ou u, — Ko ), esteja situado entre a média
do processo ¢ a média deslocada (fora de controle) que se deseja avaliar.

No algoritmo de soma acumulada para cada amostra sdo obtidos valores dos desvios
C’ e C; que sdo inseridos numa tabela e acumulados sucessivamente. A soma acumulada

1

destes desvios ¢ comparada com um intervalo de decisdo H. Se C;>H ouse C; <H, entdo
o processo ¢ considerado fora de controle.
O grafico CUSUM Tabular ¢ projetado a partir da escolha de valores razoaveis para o

intervalo de decisdao H e o valor de referéncia K. Montgomery (2000) recomenda que o melhor
modelo matematico para selecionar estes valores ¢ defini-los conforme equagdes abaixo:

K=k 33
N (3.3)
H= h% (LSC) (3.4)
n
H =-h-2 (LIC) (3.5)

Jn

onde n ¢ o tamanho da amostra,o ¢ o desvio padrao, k ¢ o valor de referéncia padronizado
e h ¢ o intervalo de decisao padronizado do procedimento.

4 A mascaraV

O procedimento mascara V (V-Mask Procedure) ¢ um método um método alternativo
além do grafico CUSUM Tabular que permite por inspe¢ao dos pontos representados decidir se
ocorreu ou ndao um desvio no valor médio p, desejado. A mascara V ¢ uma moldura visual

que desempenha o papel semelhante aos limites de controle nos graficos de controle de
Shewhart. A cada novo ponto no grafico, esta moldura ¢ deslocada de modo que o ponto O da
mascara V coincida com o ponto plotado (LUCAS, 1973). O processo de decisdo deste
procedimento consiste em inserir o método mascara V sobre o grafico CUSUM. A maioria dos
usudrios de graficos CUSUM preferem o grafico CUSUM Tabular ao invés do grafico
CUSUM com a Mascara V. Na pratica, projetar e construir a Méascara V manualmente ¢ um
procedimento complexo enquanto o grafico CUSUM Tabular pode ser implementado mais
rapidamente a partir de uma planilha eletronica do MS-Excel, a menos que se tenha um
software estatistico que automatize a metodologia da Mascara V. Estes dois procedimentos
apesar de serem diferentes tém estatisticamente a mesma fungdo e apresentam as suas
vantagens e desvantagens. A escolha de cada um deles para monitorar um processo depende
dos recursos disponiveis para a utilizacdo adequada dos mesmos.

5 Grafico CUSUM para o monitoramento do processo de variabilidade

O processo de variabilidade ¢ tdo importante quanto a média de um processo e, por
isso, deve também ser monitorado. Hawkins (1993), propde um novo valor padronizado
para a construgdo de graficos de controle CUSUM com observagdes individuais onde num
unico grafico sdo plotadas as estatisticas C,e S; (combinado CUSUM) para monitorar a média e

a variancia, respectivamente. Este grafico ¢ importante para verificar o comportamento de C,
dentro dos limites de controle, ou seja, a troca dentro da média ou verificarmos o S, para

diagnosticar se o problema ¢ variabilidade e ndo troca de médias. O procedimento consiste
em considerar X, uma medida do processo, distribuida normalmente com média x, e

desvio padrao o, conforme equagdes 5.1, 5.2 ¢ 5.3.



|yi] — 0,822
A L — (5.1)
0,349
(Xi - lllo )
o
A estatistica V; € sensivel a mudancas tanto na varincia quanto na média. Se X, ¢é

onde y, = ¢ o valor padronizado de X.

normal, ¥, proveniente de uma distribui¢do N ~ (0,1), entdo dois graficos CUSUM de escala
padronizada podem ser estabelecidos como segue:
S =max[0,V, —k+S/,] (5.2)
S, =max[0,—k -V, +S,,] (5.3)

selecionados de modo analogo ao grafico CUSUM para controlar a média do processo.

6 O comprimento médio de corrida (ARL) dos grafico CUSUM

O desempenho de um grafico CUSUM ¢é comumente medido através de parametros
relacionados com a distribuicdo do tempo necessario para o grafico emitir um sinal. O
comprimento médio de corrida (ARL — Average Run Length) ¢ um desses pardmetros que a um
determinado nivel da qualidade representa o nimero médio de amostras necessario para que
seja detectada uma mudanga, apds a mesma ter ocorrido no processo. Este parametro depende

do tamanho da amostra n, do limite de decisdo h e da dimensdao da mudanca K Zéé que se

deseja detectar (numero de o que a média pode variar). Determinar as propriedades dos
graficos CUSUM tais como o ARL nem sempre ¢ possivel pelo fato das estatisticas de
controle serem variaveis aleatorias dependentes. Um deles ¢ o método da equacdo integral.
Seja X a varidvel continua a ser controlada e f(x) a fungdo densidade de probabilidade
de X . Representamos por P(z) a probabilidade de um teste que € iniciado terminar quando ¢
absorvido pelo limite inferior com (0 <z<#4) e por L(z) o ARL do plano CUSUM, quando
este inicia-se no valor z. O nimero de amostras consideradas no teste representamos por N(z).
A fungdo densidade de probabilidade f(x) conforme definicdo de soma acumulada
satisfazem as equacdes integrais descritas por Page (1954) através de um método numérico
popularmente conhecido como método da equacao integral definido segundo equagdes:

P(z)= if(x)dx + }P(x)f(x —z)dx (6.1)
N(z) :1+j|1N(x)f(x—z)dx (6.2)
L(z) :1+L(0)F(—Z)+}L(x)f(x—z)dx, (0<z<h) (6.3)

Relacionando estas trés equacdes obtém-se a relacdo L(z) = N(z)+ L(0)P(z) que permite
obter o ARL de um plano que se inicia no valor z do intervalo [ 0, h ]. Fazendo z=0 obtemos
L(0)=N(0)+ L(0).P(0). Quando N(0) e P(0) sao conhecidos, o valor L(0) que corresponde
N(0)
1-P(0)
formula deve ser feito com cuidado uma vez que numa situagao sob controle P(0) ¢ um valor
muito proximo de 1, pois o denominador 1- P(0) tende para zero. Assim a estimativa que se

ao valor ARL do plano numa situagdo sob controle ¢ dado por L(0) = . O uso desta



usa para P(0)deve ser bastante precisa de modo que a formula anterior fornega valores

satisfatorios para o ARL do plano.

Apesar do calculo P(z) e de N(z) recorrendo as féormulas anteriores ser mais facil do
que o célculo de L(z), varios autores tém proposto métodos numéricos aproximados para
calcular P(z) e N(z), os quais consistem na substituicdo das equagdes integrais mencionadas
por sistemas de equacdes lineares algébricas.

Além de Page, muitos autores t€ém usado aproximagdes adequadas para calcular o valor
dos ARL. Brook e Ewans (1972) utilizam o método de aproximagdo denominado cadeias de
Markov para aproximar mudancas da condi¢ao de sob controle para fora de controle. Hawkins
(1992) apresenta um procedimento simples, mas bastante preciso para o calculo do ARL
baseado em uma equacao de aproximacao. Esta aproximacao exige a aplicagdo de uma tabela
de constantes cujos valores estejam entre o intervalo 1 a 3% do verdadeiro valor de ARL.
Woodall e Adams (1993) recomendam a aproximagao proposta por Siegmund (1985) por
e +2Ab-1

AZ
A=06—-k,temos C;(A=06 —k) e C; (b=h+1,166) do lado superior e inferior do grafico
CUSUM, respectivamente.

causa de sua simplicidade, definida por ARL = onde para A#0, com

O valor de ARL de um grafico de Shewhart, quando uma mudanga das condigdes
objetivo de 1 0 na média, ¢ 44, enquanto que na Mascara V, o ARL ¢ 10,4. Isto €, o grafico
CUSUM com a Mascara V designada a detectar uma mudanca de 1 o detectard quase 4 vezes
mais rapido quando competir com o grafico de Shewhart 3 ¢ ( LUCAS,1976).

34

—e— Grafico CUSUM (h=4 e k=0,5)

—e— Grafico de Shewhart (3 Sigmas)
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Figura 6.1 Desempenho de ARL dos graficos: CUSUM (méscara V) e Shewhart (30)

Conforme figura 6.1 observamos que o grafico de Shewhart ¢ mais sensivel para grandes
mudangas na média do processo. No entanto, para pequenas mudancas na média do processo, o
grafico CUSUM ¢ mais sensivel sendo que a diferenca significativa existente entre o
desempenho desses graficos estd entre as pequenas amplitudes de mudangas (6 ) na ordem de
até 1,50.

7 Resposta inicial rapida ou caractedristica de vantagem

O procedimento Resposta inicial rapida (Fast Initial Response- FIR) proposto por
Lucas e Crosier (1982) ¢ uma caracteristica de vantagem para os procedimentos de soma
acumulada que permite uma resposta mais rapida a situagdes de fora de controle do processo
que se obteria com o procedimento padrdo. A implementacdo deste procedimento para
projetos CUSUM de controle da média do processo tem como objetivo melhorar a



sensibilidade do CUSUM de controle da média do processo tem como objetivo melhorar a
sensibilidade do grafico no inicio do processo ou ap6s 0 CUSUM ter dado um sinal de fora de

controle. O procedimento padrio de Soma Acumulada adota os wvalores C;” =0 e

C; =0 para o algoritmo e o valor C, =0 para o grafico. Apds um sinal fora de controle a
estatistica soma acumulada reinicia-se com zero. No entanto, com a implementagdo do
procedimento FIR, a soma acumulada ¢ iniciada com o valor C; #0 ¢ C; # 0. Apds um sinal

fora de controle a soma acumulada ¢ reiniciada com valor diferente de zero.

Resultados publicados por Lucas e Crosier (1982), mostram que se o processo comega
sob controle, isto ¢ com valor médio igual ao valor pretendido, entdo os graficos CUSUM
tendem rapidamente para zero e este valor inicial tem pouco efeito no desempenho do
procedimento. No entanto, para compensar o decréscimo que se obtém neste caso no valor do
ARL, podemos usar um valor de h no grafico FIR levemente superior aquele que usariamos
num grafico sem FIR. Por outro lado, se o processo comeca num nivel médio diferente do
pretendido, a vantagem (head start) permite que o grafico CUSUM detecte esta mudanga mais
rapidamente do que acontece num grafico sem FIR. Lucas e Crosier (1982) recomendam como
valor inicial (vantagem) do FIR a metade do intervalo de decisdo deste procedimento,

h

geralmente iguais a C;’ :% e C; = 5

8 Estudo de caso

O estudo de caso foi realizado numa industria de artefatos de borracha, localizada na
cidade de Joinville-SC. Este estudo foi fundamental pois a partir de dados reais foi possivel
avaliar o desempenho dos graficos CUSUM e dos graficos de Shewhart para definir com maior
seguranga a melhor escolha entre a utilizacdo dos mesmos para a andlise estatistica de
diferentes processos. Este trabalho apresenta apenas um dos dois processos analisados no
estudo de caso, ou seja, o processo denominado Pp, onde a caracteristica da qualidade
escolhida foi monitorada através dos graficos de controle CUSUM (para observagdes
individuais), com amostras coletadas periodicamente. A caracteristica da qualidade monitorada
neste processo ¢ a “dureza“ que possui valor nominal 70+5 Shore * . O relatorio de um dos
graficos CUSUM (semana: 5-2) deste processo analisado ¢ ilustrado a seguir:

Relatério do Grafico CUSUM para Obervacgdes Individuais
Todas as observagbes

X = Ponto Excluido *= Pontos fora dos Limites de Controle

CUSUM Tabular Combinado CUSUM

Amostra X C i+ N + Ci- N - S+ N + S - N -
1 69,0 0,0 0 0,25 1 0,0 0 0,0 0
2 70,0 0,0 0 0,0 0 0,0 0 1,60 1
3 72,0 1,25 1 0,0 0 0,95 1 0,0 0
4 69,0 0,0 0 0,25 1 0,71 2 0,0 0
5 70,0 0,0 0 0,0 0 0,0 0 1,60 1
6 68,0 0,0 0 1,25 1 0,95 1 0,0 0
7 71,0 0,25 1 0,0 0 0,71 2 0,0 0
8 69,0 0,0 0 0,25 1 0,47 3 0,0 0
9 71,0 0,25 1 0,0 0 0,23 4 0,0 0
10 70,0 0,0 0 0,0 0 0,0 0 1,60 1
11 70,0 0,0 0 0,0 0 0,0 0 3,21 2
12 70,0 0,0 0 0,0 0 0,0 0 *4 .82 3
13 69,0 0,0 0 0,25 1 0,0 0 3,55 4
14 69,0 0,0 0 0,5 2 0,0 0 2,29 5
15 71,0 0,25 1 0,0 0 0,0 0 1,03 6
16 71,0 0,5 2 0,0 0 0,0 0 0,0 0
17 69,0 0,0 0 0,25 1 0,0 0 0,0 0
18 70,0 0,0 0 0,0 0 0,0 0 1,60 1
19 71,0 0,25 1 0,0 0 0,0 0 0,34 2
20 72,0 1,5 2 0,0 0 0,95 1 0,0 0
21 71,0 1,75 3 0,0 0 0,71 2 0,0 0
22 72,0 3,0 4 0,0 0 1,65 3 0,0 0
23 72,0 *4,25 5 0,0 0 2,60 4 0,0 0
24 70,0 3,5 6 0,0 0 0,0 0 1,60 1
25 72,0 *4.75 7 0,0 0 0,95 1 0,0 0



Para os dados do relatorio do grafico CUSUM (semana: 5-2) ilustrado, constata-se que
este processo comportou-se praticamente segundo uma distribui¢do normal conforme figura

8.1.

Teste de Normalidade de Kolmogorov-Smirnov
K-S d=,16684, p> .20; Lilliefors p<,10
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Figura 8.1 Teste de normalidade para os dados do relatério do grafico CUSUM (semana:5-2)

As figuras a seguir ilustram o grafico de Shewhart e os graficos CUSUM (com a mascara V),
CUSUM Tabular, procedimento FIR e o combinado CUSUM ( C; e §;) respectivamente deste
processo para os dados do relatorio do grafico CUSUM (semana: 5-2).
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Figura 8.2 Grafico de Shewhart, graficos CUSUM, procedimento FIR e combinado CUSUM



9 Resultados e discussoes

Os resultados obtidos neste estudo de caso mostraram os graficos de controle CUSUM
como ferramentas muito uteis no monitoramento deste processo analisado conforme figura 8.2.
Em primeiro lugar porque se mostraram mais sensiveis para detectar as pequenas variagdes na
média da caracteristica da qualidade monitorada num tempo recorde com menor nimero de
amostras que os graficos de Shewhart. Em segundo lugar porque a partir dos graficos CUSUM
foi possivel estimar a amplitude da mudanca e o novo valor médio deste processo apds ter sido
detectada uma situacdo fora de controle com a Mascara V sobre o grafico CUSUM ou com o
CUSUM Tabular bem como a analise deste processo com o procedimento FIR e o combinado
CUSUM.

Segundo Alves (2003), a utilizagdo de graficos de controle CUSUM para monitorar
caracteristicas da qualidade de um processo com pequenas variacdes apresenta vantagens,
considerando-se aspectos estatisticos e econdmicos. Sob o ponto de vista estatistico, pode
haver uma reducdo no niumero médio de amostras até que o grafico sinalize a ocorréncia de
uma causa especial. Sob o ponto de vista econdomico, pode haver uma redugdo nos custos
relacionados ao controle do processo, causada pela redugdo na taxa de amostragem quando o
grafico estiver indicando um processo sob controle. Apesar de seu impacto econdmico no
monitoramento de processos, estes graficos sdo pouco explorados sob diversos aspectos no
meio académico e sua utilizagdo pratica no Brasil infelizmente ainda é pequena. Tal impacto
econdmico deve-se ndo somente a reducdo nos custos de amostragem, mas também a reducao
nas perdas ocasionadas pela ndo conformidade dos itens manufaturados. A redugdo destas
perdas, obtidas através da sinalizagdo mais rapida de processos fora de controle, pode ser
bastante significativa, principalmente em processos onde pequenos desvios da meta
estabelecida para a caracteristica da qualidade que impliquem em grandes prejuizos materiais.

Cabe, notar que, embora a diferenca entre o0 nimero médio de amostras necessario
para os graficos CUSUM e o graficos de Shewhart emitirem sinal fora de controle (ARL)
possa parecer pequena, a economia proporcionada pelo grafico CUSUM pode ser significativa
quando se considera sua utilizacdo por longos periodos de tempo. Além disso, quando
utilizadas por varias linhas de produgdo similares, a economia pode ser ampliada.
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